
Ñåìèíàð ïî ðåëÿòèâèñòñêîé àñòðî�èçèêå.13 ìàðòà 2008�óê. Áëèííèêîâ Ñ.È.31 ìàðòà 2008 ã.ÀííîòàöèÿÏàðàäîêñû ÑÒÎ.Îïðîâåðæåíèå �òåîðåìû� Ëàïëàñà î ñêîðîñòè ãðàâèòàöèè íàïðèìåðå ýëåêòðîäèíàìèêè.1 Ïðåîáðàçîâàíèå ËîðåíöàÏóñòü åñòü äâå ëîðåíöåâûõ ñèñòåìû îòñ÷¼òà S è S̃. ×àùå âñåãî â êíèæêàõïî ÑÒÎ âòîðóþ ñèñòåìó îáîçíà÷àþò S ′ è íàçûâàþò �øòðèõîâàííîé�, íîòîãäà è êîîðäèíàòû âî âòîðîé ñèñòåìå íàäî ïîìå÷àòü øòðèõîì, à ýòîíåóäîáíî â ÎÒÎ, ãäå ìû ÷àñòî áóäåì ïèñàòü x′, t′ è ò.ï. äëÿ ïðîèçâîäíûõ
x, t ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé. Ïîýòîìó çäåñü ÿ èñïîëüçóþ òèëüäó
S̃. Ïðè ðàâíîìåðíîì äâèæåíèè òåëà îòñ÷¼òà S̃ âäîëü îñè x ñî ñêîðîñòüþ
v îòíîñèòåëüíî S êîîðäèíàòû ñâÿçàíû òàê:

x̃ =
x − vt
√

1 − v2
, t̃ =

t − vx
√

1 − v2
, ỹ = y, z̃ = z .Òóò ïðèíÿòî c = 1. Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå îñòàâëÿåò èíòåðâàë

ds2 = c2 dt2 − dx2 − dy2 − dz2 = dt2 − dx2 − dy2 − dz2èíâàðèàíòíûì.Íèæå áóäåì ïèñàòü Ëîðåíö-�àêòîð
γ =

1
√

1 − v2
.
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Íà ðèñóíêå êðàñíàÿ ëèíèÿ ïîêàçûâàåò ãðà�èê x̃ = 0 �òàê âûãëÿäèò îñü âðåìåíè ñèñòå-ìû S̃ â ñèñòåìå S, à ñèíÿÿ ëèíèÿ� ãðà�èê t̃ = 0 â êîîðäèíàòàõ
(t, x) ïðè òàêîì ïðåîáðàçîâàíèè,êîãäà v = 0.3c . Ââîäÿ �áûñò-ðîòó� (rapidity) thu = v/c = vìîæíî ïðåîáðàçîâàíèå Ëîðåíöàçàïèñàòü è òàê

x̃ = x ch u − t sh u,

t̃ = t ch u − x sh u.Â îáùåì ñëó÷àå ìû ïèøåì èí-òåðâàë ÷åðåç ìåòðè÷åñêèé òåí-çîð gik, çàâèñÿùèé îò 4-êîîðäèíàò:
ds2 =

3∑

i,k=0

gik(x) dxidxk ≡ gik(x) dxidxk,ïðè÷¼ì gik = gki (ñóììèðîâàíèå ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì). Â ñëó÷àåÑÒÎ gik ≡ ηik ≡ diag(1,−1,−1,−1). Òàêîé ñïîñîá ïðåäïî÷òèòåëüíåé, ÷åìââåäåíèå ìíèìîé åäèíèöû (ïåðåõîä ê ìíèìîìó âðåìåíè t → it), ñäåëàí-íûé Ïóàíêàðå åù¼ çà íåñêîëüêî ëåò äî Ìèíêîâñêîãî. Îäíàêî ââåäåíèåìíèìîé åäèíèöû è êîîðäèíàòû x4 ≡ it âìåñòî t ïîìîãàåò ïðåäñòàâèòü ïî-ñëåäíåå ïðåîáðàçîâàíèå ïðîñòî êàê ïîâîðîò íà óãîë u â îñÿõ x, x4. Èìååì
ch iu = cos u è sh iu = i sin u, òîãäà

x̃ = x ch u − t sh u = x cos u − x4 sin u,

t̃ = t ch u − x sh u = t cos u − ix sin u.ò.å.
x̃4 = it̃ = it ch u − ix sh u = x4 cos u + x sin u.×èñòî ëîðåíöeâî ïðåîáðàçîâàíèå (áåç ïðîñòðàíñòâåííûõ ïîâîðîòîâ S ê

S̃) íàçûâàþò `áóñò' (boost). Ââåäåíèå ïîâîðîòà íà ìíèìûé óãîë iu ìîæåòáûòü ïîëåçíî ïðè ãðà�è÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè îáùåãî ïðåîáðàçîâàíèÿËîðåíöà � áóñòîâ ñîâìåñòíî ñ ðåàëüíûìè ïîâîðîòàìè � ïðè âûâîäå ãå-íåðàòîðîâ ãðóïïû Ëîðåíöà ïðè ìàëûõ óãëàõ è ò.ï. Âðÿä ëè ââåäåíèåìíèìîñòè öåëåñîîáðàçíî â îáùåì ñëó÷àå, à ìåòðèêà gik ðàáîòàåò âñåãäà,è â ÑÒÎ è ÎÒÎ. À ïðèìåíÿòü áûñòðîòó â íóæíûõ ñëó÷àÿõ óäîáíî è áåçïåðåõîäà ê ìíèìîìó âðåìåíè. Íàïðèìåð, ïðè âûâîäå çàêîíà ñëîæåíèÿäâóõ ñêîðîñòåé vx1 è vx2 â ÑÒÎ äîñòàòî÷íî ïðîñòî ñëîæèòü äâå áûñòðîòû
ux1 + ux2. Ñóììàðíàÿ ñêîðîñòü v = Arth(ux1 + ux2).2



2 Ñîêðàùåíèå äëèíû è çàìåäëåíèå âðåìåíèÏóñòü ñòåðæåíü ñîáñòâåííîé äëèíû L0 ëåæèò â ïîêîå â S: ëåâûé êîíåöïðè x = 0, ïðàâûé � ïðè x = L0. Ìèðîâàÿ ëèíèÿëåâîãî êîíöà ñîâïàäàåò ñ îñüþ t,à ïðàâîãî ïîêàçàíà íà ðèñóíêåïóíêòèðíîé ëèíèåé. Âèäíî, ÷òîêîãäà ó ëåâîãî êîíöà ñòåðæíÿ âñèñòåìå S êîîðäèíàòû x0 = 0,
t0 = 0, â ñèñòåìå S̃ òîò æå êîíåöèìååò êîîðäèíàòû x̃0 = 0, t̃0 = 0,à â ìèðîâîé òî÷êå ïðàâîãî êîí-öà ïðè t0 = 0 â S, ÷àñû ñèñòåìû
S̃ ïîêàçûâàþò åù¼ îòðèöàòåëü-íîå âðåìÿ t̃1 = −vL0/

√
1 − v2 =

−vL0γ. ×òîáû óçíàòü äëèíó L âñèñòåìå S̃ íóæíî çíàòü êîîðäè-íàòû êîíöîâ â îäèí ìîìåíò, íà-ïðèìåð, ïðè t̃0 = 0.Èç t̃ = (t−vx1)γ ýòî ñîîòâåò-ñòâóåò t = vL0, òîãäà ïîëó÷àåì ëîðåíöeâî ñîêðàùåíèå â γ ðàç:
L = x̃1 − x̃0 = (x1 − vt)γ = (L0 − v2L0)γ = L0(1 − v2)γ = L0/γ .Íà ñàìîì äåëå âñ¼ ïðîùå, åñëè ñðàçó íàïèñàòü îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèåËîðåíöà

x = (x̃ + vt̃)γ, t = (t̃ + vx̃)γ ,îòêóäà äëÿ êàêîãî-òî ìîìåíòà t̃

x0 = (x̃0 + vt̃)γ, x1 = (x̃1 + vt̃)γ .Ìîìåíòû âðåìåíè t â ñèñòåìå S òóò ðàçíûå, íî x1, x0 âñ¼ ðàâíî íå ìå-íÿþòñÿ, òàê ÷òî âû÷èòàíèå x1 − x0 äà¼ò L0 = Lγ è L = L0/γ.Àíàëîãè÷íî, äëÿ ïðîìåæóòêà âðåìåíè ∆t̃ ïî ÷àñàì, ïîêîÿùèìñÿ ïðèêàêîì-òî x̃ â ñèñòåìå S̃ ïîëó÷àåì, ÷òî ïî ÷àñàì â S ïðîìåæóòîê âðåìåíèäîëüøå â γ ðàç:
tb − ta = ∆t = ∆t̃γ .

3



3 Ïåðâûå ïàðàäîêñûÌû îáñóäèëè ïðîñòåéøèå ïàðàäîêñû ÑÒÎ. Íàïðèìåð, îäèí èç íèõ, èç-âåñòíûé ïîä íàçâàíèåì �áåãóí ñ êîïü¼ì�, îí æå �øåñò è ñàðàé�, îí æå �êà-ðàíäàø è ïåíàë�, îí æå �ãîíî÷íûé àâòîìîáèëü è ãàðàæ�, ðàçîáðàë Ñåì¼í�ëàçûðèí. Óñëîâèå ïàðàäîêñà â òîì, ÷òî ñòåðæåíü ñîáñòâåííîé äëèíû, êïðèìåðó, 10 ì ìîæíî ïîìåñòèòü â ñàðàé äëèíîé 5 ì, åñëè Ëîðåíö-�àêòîðñòåðæíÿ îòíîñèòåëüíî ïîêîÿùåãîñÿ ñàðàÿ γ > 2. Êîãäà øåñò ïîïàä¼ò âñàðàé (èëè àâòî â ãàðàæ) çà íèì ìîæíî çàõëîïíóòü äâåðü äî òîãî, êàêýòî òåëî ïðîáü¼ò ïðîòèâîïîëîæíóþ îò âõîäà ñòåíêó. Ïóñòü âõîä ñëåâà, àñòåíêà ñïðàâà. Ò.å. øåñò íà êàêîå-òî âðåìÿ ïîìåñòèòñÿ â ñàðàå öåëèêîì.Íî ñ òî÷êè çðåíèÿ áåãóíà ñ êîïü¼ì/øåñòîì ñàðàé ñîêðàòèòñÿ â γ ðàç è10-ìåòðîâîå òåëî íèêàê íå óìåñòèòñÿ â ñàðàå äëèíîé ìåíüøå 2.5 ì.Ñóòü ðåøåíèÿ ýòîãî ïàðàäîêñà â îòíîñèòåëüíîñòè îäíîâðåìåííîñòè:â ñèñòåìå îòñ÷¼òà øåñòà äâåðü çà íèì çàõëîïíåòñÿ ãîðàçäî ïîçæå òîãîìîìåíòà, êîãäà åãî ïåðåäíèé êîíåö ïðîáü¼ò ïðàâóþ ñòåíêó. ×òîáû âñ¼ïðîàíàëèçèðîâàòü, òóò äîñòàòî÷íî íàðèñîâàòü äâå äèàãðàììû x, t � âðî-äå òåõ, ÷òî áûëè íà ïðåäûäóùèõ ñòðàíèöàõ: îäíó â ñèñòåìå ñòåðæíÿ,äðóãóþ â ñèñòåìå ãàðàæà.�îðàçäî ñëîæíåå àíàëèç âðåìåíè áóäåò â ñëó÷àå, åñëè áåãóí èëè âîäè-òåëü àâòî ñóìåë çàòîðìîçèòü äî òîãî, êàê ïåðåäíèé êðàé ïðîáèë ïðàâóþñòåíêó. À äâåðêà ñëåâà çà íèì óæå çàêðûëàñü (â ñèñòåìå ãàðàæà). Ñòî-ÿùèé àâòîìîáèëü íå ìîæåò â ãàðàæå ïîìåñòèòüñÿ, îí áóäåò ñëîæíûìîáðàçîì äå�îðìèðîâàòüñÿ, âûáèâàÿ ëåâóþ ñòåíêó, óñêîðåíèÿ ðàçíûõ òî-÷åê áóäóò ðàçíûìè. Ìû çíàåì, ÷òî óñêîðåíèÿ ýêâèâàëåíòíû ãðàâèòàöèè,è âñå ÷àñû â ðàçíûõ òî÷êàõ áóäóò èäòè ïî-ðàçíîìó.Â ñëåäóþùèé ðàç ìû ðàññìîòðåëè áëèçêèé ïàðàäîêñ î ñòåðæíå ñîá-ñòâåííîé äëèíû L0, â ëàá. ñèñòåìå, ëåòÿùèé âëåâî ñî ñêîðîñòüþ vx ïàðàë-ëåëüíî ïëîñêîñòè, ïîäíèìàþùåéñÿ ñî ñêîðîñòüþ vy. Íà ïëîñêîñòè åñòüîòâåðñòèå äèàìåòðîì L0 è âñ¼ ðàññ÷èòàíî òàê, ÷òî ñòåðæåíü (ñæàòûéëîðåíöåâûì ñîêðàùåíèåì) ïðîõîäèò ÷åðåç îòâåðñòèå. Â ñèñòåìå îòñ÷¼òàñòåðæíÿ ñæàòî îòâåðñòèå. Êàê æå ñòåðæåíü ìîæåò ïðîéòè ÷åðåç îòâåð-ñòèå â ñâîåé ñèñòåìå îòñ÷¼òà?4 Ìàãíèòíîå ïîëå êàê ðåëÿòèâèñòñêèé ý�-�åêòÎáû÷íî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà âûâîäÿò, ñëåäóÿ ïîñòóëàòó ïîñòîÿí-ñòâà ñêîðîñòè ñâåòà è ïðèíöèïó îòíîñèòåëüíîñòè. Ñîâðåìåííûé ïîäõîäê âûâîäó ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà (áåç ïîñòóëàòà î ñêîðîñòè ñâåòà) ñì. â4



èíòåðåñíåéøåé ðàáîòå Ç.Ñèëàãàäçå http://arxiv.org/abs/0708.0929 .Òàì æå èçëîæåíî ìíîãî íåòðèâèàëüíûõ äëÿ �èçèêè èñòîðè÷åñêèõ �àê-òîâ. Â ÷àñòíîñòè, ýòîò �ñîâðåìåííûé� ïîäõîä áûë îòêðûò ïî÷òè 100 ëåòíàçàä.Îäíàêî ìîæíî è ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà òîæå ïðèíÿòü çà ïîñòó-ëàò. Âåðíåå: èõ ìîæíî îáîñíîâàòü èç ýêñïåðèìåíòà, åñëè ó÷åñòü, ÷òîóæå ïîëâåêà íàçàä ïîÿâèëèñü öåçèåâûå ÷àñû, ý��åêò Ì¼ññáàóýðà, êî-òîðûå ïîçâîëèëè èçìåðèòü ðåëÿòèâèñòñêèé ý��åêò çàìåäëåíèÿ âðåìåíèâ γ = 1/
√

1 − v2 ðàç. À ðåëÿòèâèñòñêèé ý��åêòëîðåíöåâà ñîêðàùåíèÿ (èëè Ôè-öæåðàëüäà) ðåàëüíî �íàáëþäà-ëè� óæå â íà÷àëå 19-ãî âåêà,êîãäà îòêðûëè ñèëó Àìïåðà �ìåæäó ïðîâîäíèêàìè ñ òîêîì.Íà âåðõíåì ðèñóíêå èçîáðàæåíïðîâîäíèê â ñèñòåìå, ãäå îí ïî-êîèòñÿ è íåéòðàëåí. Áîëüøèåñèíèå øàðèêè � èîíû, ìàëåíü-êèå êðàñíûå � ýëåêòðîíû. Íà ïî-ëîæèòåëüíûé çàðÿä q äåéñòâóåòñèëà Ëîðåíöà F , êîòîðàÿ è îáú-ÿñíÿåò ñèëó Àìïåðà. Ïðè âû-áðàííîì íàïðàâëåíèè òîêà ýëåê-òðîíû äâèæóòñÿ âëåâî.Ïåðåéä¼ì â ñèñòåìó îòñ÷¼òà, ãäå q ïîêîèòñÿ (íèæíèé ðèñóíîê). ÑèëóËîðåíöà îí òàì íå ÷óâñòâóåò. Íî óñêîðåíèå äîëæíî îñòàòüñÿ. Îíî ìîæåòáûòü âûçâàíî òîëüêî ýëåêòðè÷åñêèì ïîëåì, à ïîëå ñîçäàíî îòðèöàòåëü-íûì çàðÿäîì, âîçíèêøèì íà ïðîâîäíèêå. Äåëî â òîì, ÷òî ëîðåíöeâî ñî-êðàùåíèå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ýëåêòðîíàìè ñèëüíåå, ÷åì ìåæäó èîíàìè,òàê êàê ñêîðîñòü èõ â ñèñòåìå S̃ áîëüøå, ÷åì ó èîíîâ.Òàê ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà äëÿ ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ïðèâîäÿò ê�èçè÷åñêîìó îáîñíîâàíèþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà äëÿ ýëåêòðè÷åñêî-ãî è ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ýòè ïîñëåäíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ ìîæíî âûâåñòèè âïîëíå �îðìàëüíî: âñå 4-âåêòîðû, â òîì ÷èñëå è (ϕ, A) äëÿ ïîòåíöè-àëà ïðåîáðàçóþòñÿ êàê (dt, dx). Ï¼òð Áàêëàíîâ íà÷àë ñ ïîìîùüþ ýòèõïðåîáðàçîâàíèé ðàçáèðàòü �òåîðåìó� Ëàïëàñà îá �àáåððàöèè� ïðè ðàñ-ïðîñòðàíåíèè êóëîíîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Ïðîäîëæèì íà ñëåäóþùèõçàíÿòèÿõ. 5


